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ifindekiler 

• Girls 

• Limit K( 

• Limit ()?. 

• Tek Yonlii Limitler 

• Silreklilik 

• Siirekli l 

• Yaninizda bir hesap makinesi bulundurunuz. 

• Orneklerde sizin yapmanizi istedigimiz i§lemleri mutUika yapiniz. 

• Fonksiyonun grafigini qizerek limitin ne anlama geldigini grafikten 
gdrmeye qah§iniz. 

• Bir noktada siirekli bir fonksiyonla, siireksiz fonksiyonun davrams- 
lari arasindaki farki grafik iizerinde gdrmeye cahsmiz. 

Giris 

.".••■■ 
Ian olan tiirev ve im mi uzerine in§a edilmiglerdir. 

Matematikte ba§ka kavramlara da an ran limit kavrami, bu neden- 

lerden dolayi matematigin en temel 1, l an birisidir. 

Biz bu unit ramini ve onunla go tiger onem- 

li kavrami, surekliligi inceleyecegiz . Incelememizde sizler igin gereksiz ve sikici 
ayrmtilar igeren kesin matematiksel yaklasim yerine sezgisel yaklasima agirhk 
verecegiz. Tanimlari ve temel ozellikleri belirli bir biitunluk igerisinde orneklerle 
agiklayacagiz. Daha gok matematikgileri ilgilendiren teurik yaklasimlara yer 
vermeyecegiz. 



LIMIT KAVRAMI 

Daha onceki iinitelerde, tanim kiimesi gercel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi 
olan bir fonksiyon verildiginde, bu fonksiyonun tanim kiimesine ait bir noktada- 
ki degerini bulmak icin bu sayiyi fonksiyon ifadesinde yerine yazip gerekli iglem- 
leri yapmamiz gerekti iik. Bu iglemleri yaparken zaman zaman hesap 

makinesine ihtiyac duymamn otesinde biiyiik bir zorlukla kargilasmayiz. Ancak 
fonksiyonlarla caligirken x bagimsiz degiskeni belirli bir sayiya yaklagirken, 
y = fix) fonksiyon degerlerinin belirli bir sayiya yaklagip yaklasmadigini, yakla- 
giyorsa hangi sayiya yaklasUgmi bilmek durumuyla da sik sik karsriasmz. Iste bu 
soruna limit kavramiyla cozum bulabilmekteyiz. 

Limit kavramina gecmeden once, x bagimsiz degiskeninin verilen bir sayiya 
yaklagmasimn ne demek oldugunu aciklayalim. x degi§ken, a sabit olmak iize- 
re x ve a gercel sayilanm dugunelim. Eger x degigkeni, a dan farkli ve a sa- 
yisina istenildigi kadar yakin degerler aliyorsa, diger bir deyisje, x ile a arasm- 
daki fark x degistiginde istenildigi kadar kiiciik bir sayidan daha kuciik kahyor- 
sa, x degiskeni a sayisma yakla§iyor denir ve sembolik olarak x — > a bici- 
minde gosterilir. 

Eger x degiskeni a ya a dan biiyiik degerlerle yaklagiyorsa, bu tiir yakla§- 
maya sagdan yaklasma denir ve x —> a + biciminde gosterilir; eger x degiske- 
ni a ya a dan kiiciik degerlerle yaklagiyorsa, bu durumda da x degiskeni a ya 
soldan yaklagiyor denir ve x — > a biciminde gosterilir. 
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Agagidaki tabloda x degiskeninin sayisina soldan, sagdan ve her iki yon- 
den yaklagmasina birer ornek verilmigtir. 



soldan 
yakla§ma 



sagdan 
yaklafma 





X 


X 


X 




-3 


4 


3 




-2 


1 ' 


' 


r "' 


1 2 I ■' 




-0,5 


1 -0,2 


-0,1 


0,5 


0,1 


-0,01 


0,2 


0,01 


-0,00 1 


0,1 


-0,01 


-0,000 1 


0,001 


0,000 1 




0,0001 


-0,00 1 




0,00001 


0,00001 








XH>0" 


x^0+ 


x^0 



Bagimsiz degiskenin sabit bir sayiya yaklasmasim acikladiktan sonra, asil soru- 
numuzu ele alabiliriz. Sorunumuz, x bagimsiz degiskeni, tamm kiimesi icinde 
kalarak belirli bir a sayisma yakla§irken fix) fonksiyon degerierinin belirli bir 
L sayisma y. nnadan once 

bir noktaya acikhk g lekmektedir. 

Incelememizde, a sayisina yaklagan x degerlerine kar§ilik gelen fix) de- 
gerleri soz konusu oldugundan, fix) degerierinin anlamh olabilmesi icin a ya 
yaklasan x degerierinin fonksiyonun tamm ktimesine ait olmasi gerekmekte- 
dir. Diger bir deyisk a sayisi olarak ancak tamm kumesindeki elemanlarla is- 
tenildgi kadar yaklasilabilen sayilann almmasi zorunludur. §imdi asil problemi- 
mize donelim. 

Once problemimize orneklerle acikhk getirmeye cahsahm. Ornek olarak, 
/: R — > R , fix) = 2x - 3 fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyonda x degi§keni 
2 ye yakla§irken fix) fonksiyon degerierinin belirli bir sayiya yaklagip yaklas- 
madigma bakalim. 

Agagidaki tabloda 2 ye 2 den kuciik ve 2 den biiyiik degerlerle yakla§an x 
degerlerine karsdik gelen fix) degerleri verilmistir. 
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Tablodaki ornegimize gore, hem x — > 2" ve hem de x — > 2 + icin fonksiyon 
degerleri 1 e yaklasmaktadir. Siz de x e 2 ye yakla§an baska ornek degerler ve- 
rerek fonksiyon degerierinin 1 e yaklastigim gorebilirsiniz. Bu orneklerimizi ne 
kadar cogaltirsak cogaltalim fonksiyon degerierinin hep 1 sayisma yaklasugim go- 
riiriiz. i§te bu sayiya (yani 1 e) fix) = 2x - 3 fonksiyonunun 2 noktasindaki limi- 
ti denir ve sembolik olarak 

lim f(x) = lim (2x-3)= 1 

de gosterilir. 

Bu durum bazen x — > 2 icin fix) — > 1 biciminde de yazilir. Bunun anlami: 

x degi§keni 2 ye (2 den farkli degerlerle) yakla§irken fonksiyon degerleri 1 e yak- 

la§ir demektir. Ayrica; 

lim ilx- 3) = 1 
x -> 2 

oldugunu fix) = 2x-3 fonksiyonunun a§agidaki grafiginden de acikca 
gorebilmekteyiz. 
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Aym problemi /: ]R — > ]R, /(x) = (x + 2) 2 fonksiyonu if in x in a yaklasmasi 
durumunda inceleyelim. x in a soldan ve sagdan yaklasmasma ornek olarak 
erleri alip fonksiyon degerlerinin davramsma bakalim. 
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.line karsihk, x ister soldan, isterse 
sagdan yakla§sin, fix) degerieri 4 e yaklasmaktadir. 



Asagidaki grafikten agikca g< a nasi] yaklasmsa 

yakla§sin fonksiyon degerleri 4 e yaklagmaktadir. O halde 

tiir diyebiliriz. 




§imdi de /: R 



fonksiyonunda x — > if in /(x) degerlei 
madigim arasUralim. 

Bu ornegimizde, x degi§kenine a soldan ve a§an degerlei 

bunlara kar§i gelen fix) degerlerini bulurken biraz daha dikkadi olmaniz ge- 
rekmektedir. fiinkii x < i^iri fix) = x + 1 , x > if in fix) = x 2 dir. Asa- 
gidaki tablo, bu durum dikkate almarak olu§turulmu§tur. 
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x ^ + f(x) ->0 



Tabloda gordiigunuz gibi, x — > 0" icin fix) — > 1 iken a; — > + icin 
/ (x) — > dir. x in a yaklasan degerlerine kar§ihk fonksiyon degerleri tek bir 
sayiya yaklasmamaktadir. Bu durumda da x->0 icin fonksiyonunun limiti yok- 
tur diyoruz: 

lim f(x) yoktur. 



yoklugu cok acik bicimde 




Bir fonksiyonun bir noktada limitinin olmamasi baska bir noktada da limitinin 
candaki / fonksiyonu icin 
soyleyebiliriz. Yine /fonksi- 



ornekte ok!. 
.. 
olmadigi anlami tagimamaktadir. Ornegin, yukandaki / fonksiyonu icin herhangi bir degerine karsilik gelen 

f(x) degerini bulurken fonksiyonu 
tanimlayan ifadelerden hangisini 
kullanmaniz gerektigine dikkat 



lim f{x ) = olclii: bakarak hemi 

yonu icin km f(x) = 1 oldugunu gorebiliriz. 

Yukandaki orneklerimizde, lim {lx- 3) = 1 



lim 



>lf 






gormustiik. Bu iki ornegi biraz dikkatle incelersek limit dedigimiz sayinin, 
fonksiyon ifadesinde x yerine x in yaklasugi sayinin yazilmasiyla bulunabildigi- 
ni gorebiliriz: 2.2 - 3 = 1 ve (0 + 2) 2 = 4. Ba§ka bazi fonksiyonlar icin de dogru 
olan bu durum sizi yamltmamalidir. Limit konusunun bu kadar basit olmadrgim 
incelememize devam ettikce goreceksiniz. Ornegin, yukandaki son ornegimizde, 
fonksiyonun daki degeri 1 olmasma kar§ilik fonksiyonun x — » icin limiti 



x+ 2 
fonksiyonunun x — ¥ -2 igin Umitini ara§tirahm. 



Dikkat ederseniz fonksiyon x = -2 noktasinda tammli olmamasina karsilik, 
bu noktadaki limitinden soz etmekteyiz. flinku fonksiyonun tanim kiimesi 
(- °°, -2 ) u (-2, op) dur ve x degiskeni bu ktimedeki elemanlaria -2 sayisi- 
na istenildigi kadar yakm degerler alabilir. 

Fonksiyon ifadesinde x yerine -2 yazarsak hem paym hem de paydamn ol- 
dugunu gormekteyiz. Bu ornekte oldugu gibi 0/0 durumu ile kargilastigimizda, 
0/0 anlamli olmamasina karsriik fonksiyonun limitinin olmadigni soyleyemeyiz. 
Bu limiti hesaplamak icin fonksiyonun ifadesine biraz daha yakindan bakmamiz 
gerekmektedir. x — ¥ -2 iken daima x ^ -2 olacagindan 



lim f(x) = lim 



(x + 2) 



>-2) = -4 



bulunur. 



Fonksiyon bir noktada tanimli 
olmadigi halde o noktada limiti 

Fonksiyonun bir noktada tanimli 
olmasi halinde bu noktadaki degeri 
ile bu noktada limitinin varligi ve 
varsa limitin degeri arasinda 
dogrudan bir ili^ki yoktur diyebiliriz. 



Fonksiyon bir noktada tammli olmadigi halde o noktada limiti olabilir. 

Fonksiyonun bir noktada tanimli olmasi halinde bu noktadaki degeri ile bu 
noktada limitinin varligi ve varsa limitin degeri arasinda dogrudan bir iliski yok- 
tur diyebiliriz. 

Buraya kadar orneklerle act; rigimiz limit kavramini §u §ekilde ta- 

A cR olmak iizere, f :A — > ]R fonksiyonu verilsin. a e ]R sayisi A 
kiimesine ait elemanlaria istenildigi kadar yaklasilabilen bir nokta olsun. 
Eger x bagimsiz degiskeni A kiimesine ait fakat a dan farkb. degerlerle a 
ya yaklasirken / (x) fonksiyon degerleri tek bir L sayisma yaklasiyorsa, 

/ fonksiyonunun a noktasinda limiti Z ' dir denir ve bu durum x — > a iken 

fix) ->Z veya Hm /(*)=! biciminde gosterilir. 

Buna gore, tanimi yinelersek lim f(x) = L demek, x degi§keni a dan 
farkli degerlerle a ya yakla§irken f (x) fonksiyon degerleri L sayisina yakla§iyor 



EEIE" m + i ,< ise ^ 

1) /:R->R, f{x) = [ ' >Q ■ ' fonksiyonu veriliyor. lim f(x) = 1 

oldugunu goriiniiz. Fonksiyonun grafigini cizerek sonucu dogrulaymiz. 



2) g ■. ]R — > ]R , g (x) = 5x 2 - x + 5 fonksiyonu veriliyoi 
gunu gosteriniz. 



f(x) = 9 oldu- 



[{x- l) 2 , x< 1 ise, 

3) f: ]R -> R ,/M = \ 1 ' x=1 ise ' fonksiyonu veriliyor. lim f(x) = 

( x - 1 , x > 1 ise, x ~* 1 

oldugunu gosteriniz. Fonksiyonun grafigini gizerek sonucu dogrulaymiz. 



8) lim *^± = 
*->4Vx-2 



ri verilen fonksiyonlann x — > 1 icin varsa limitlcrini bulunuz. 
11) ( 
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Limit Ozellikleri 

Bir onceki kesimde, limit kavramini, bazi basit sayilabilecek fonksiyonlann bazi 
noktalarda limitini, sezgisel yaklagima agirlik vererek aciklamaya calis.uk. Sizler 
tarafindan anlasrimasi oldukca zor olacagi if in ve daha cok matematikcileri ilgi- 
lendirdigine inandigimiz kesin matematiksel tammi vermedik. Ancak, yukanda 
aciklamaya c ali§tigimiz yontem zaman zaman sikici sayisal iglemler gerektirmesi- 
ne ragmen etkili bir yontem de degildir. fiinkii, fonksiyonun a noktasinda limi- 
tinin varligini gormek icin x degiskeni a ya nasil yaklagirsa yaklagsin (yani sade- 
ce secilen ornek degerler icin degil), fonksiyon degerlerinin limit diyecegimiz tek 
bir sayiya yaklasugini gostermemiz gerekmektedir. Bu ise samldigindan cok da- 
ha zor bir igtir. Biraz sonra verecegimiz ve kamtini yine matematikcilere biraka- 
cagimiz ozellikler (teoremler) ve onlann sonuclan bu zor igi biraz daha kolay 
hale getirebilmektedir. 



Sabit fonksiyonun herhangi bir 
noktada limiti vardir ve fonksiyon 
degeri olan sabit sayiya esittir. 



1. Ozellik 

c bir sabit olmak iizere, /: R — ¥ R , fix) = c ise 
lim / ( x ) = lim c = c 



Sabit fonksiyonun herhangi bir noktada limiti vardir ve fonksiyon 
degeri olan sabit sayiya esittir. 
Grafikten bu ozelligin dogrulugunu cok acik biciminde goruyoruz. 



2. Ozellik 

/:R->R , fix) - X 



lim fix ) = lim x=a 

x -> a ( ' x -> « 

dir. 

Birim fonksiyonun herhangi bir a noktasinda 1 



i vardir ve a ya esit 
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3. OzeUik 

f:A— >R , g:A— »R fonksiyonlan verilsin ve lim f(x) = Zj 
ve lim g(x) = L 2 olsun. Bu durumda f+g fonksiyonunun 
x = a noktasinda limiti vardir ve 

jto m [f(x )+g(x )]=K™ a f(x )+ \\m a g(x )=L 1 +L 2 

dir. 

Toplamm limiti limitler toplamina e§ittir. 



niti limitler toplarr 



■ MNI 



/: R -» R , fix) = x , g : R-» R , g (x) = -3 veriliyor. x = 2 noktasin- 
da f + g fonksiyonunun limitini bulalim. 



/fonksiyonu birim fonksiyon, g fonksiyonu sabit fonksiyon oldugundan her iki 
fonksiyonun 2 noktasinda limiti vardir ve lim f(x) = lim x = 2 , 
■ lim g(x) = lim (- 3) = - 3 tiir. 3. ozellikten f+g nin 2 noktasinda limiti var- 



lim [/(*) + gO)] = 



J.^(-3)] 



>3')-2 + (-3)- 



dir. 

3. ozellik sonlu tane fonksiyon icin de dogrudur. yj , f 2 

a noktasinda limiti varsa, 

^Hm [/! (x) +/ 2 (x) + ... +f n (x)] = x lim a f, (x) + ^lim 

dir. 



... , f n fonksiyonlannin 
f 2 {x) + ...+ lim f n [x) 



4. Ozellik 

/ : A — > R , g ■ A — > R fonksiyonlarimn bir a e R noktasinda limitleri 
var ve Hm f(x) = L 1 , lim g(x) = L 2 ise /. g fonksiyonunun bu noktada li- 

'Umfl.g )(*) = .Hm^f* ).«(*)] =Jto a f(x ).hm a g(x )-l 1 .l 2 

dir. 

f arpimin limiti, limitlerin carpimma e§ittir. 
4. ozellikte gCx) = c ahmrsa, 

lim [cf(x)] = lim c. lim /(jf ) = c lim f(x) 

sonucu elde edilir. Buna gore, bir fonksiyonun bir sabitle carpimimn limiti, fonk- 
siyonun limitinin bu sabitle carpimma e§ittir. 
3. ozellik ile 4. ozelligin sonucunu birlestirirsek, 
x lim a [f(x )-g(x)]= Jimjix ) - J^ a 8{x ) 

diyebiliriz. Farkin limiti, limitler farkma egittir. 

5. Ozellik 

Limitlerin varligi durumunda sonlu tane fonksiyonun carpimmin limiti, limitler 
carpimma e§ittir. 

lim [f\(x).f 2 (x) f„{x)]= lim ^(x). \im f 2 (x) lim f n (x) 



ir fonksiyonun bir sabitle 
arpiminin limiti. tonKsiyonun 



Farkin limiti, limitler farkma esjttir. 
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■ IllJgl 



/: R-» R , /O) = b n x" + b nA x"- 1 + ... + b , n e N , b„ * , fo , 
foj , ... , fo„ e R polinom fonksiyonunun x = a noktasinda Umitini bulalim. 





to^o 



Yukandaki ozellikler ve omeklerdeki bilgilerimizi kullanarak, 
lim /(jc) = lim [fo„ x" + &„_! x" -1 + ... + b\ x+ b \ 

= lim b„x"+ lim b n .\ x"" 1 + ... + lim foj 

= fe„ lim x"+ b nA lim x"- 1 + ... + b x lim x + lim b 

= b n . a n + b n _i . a n _1 + ... + b\ . a+ b 

bulunur. Dikkat ederseniz bu deger polinom fonksiyonun a noktasindaki degeridir. 



Polinom fonksiyonunun herhangi 
bir noktadaki limiti, fonksiyonun bu 
noktadaki dege 
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lim V x 2 Utnitini bulalim. 



f(x) = Vi 2 = x 2/3 dir. x> ve re R icin lim x'" = a '" oldugundan 
^ lim V^~ - lim x'-'> - 8 M - (2 3 ) M - 4 



DOT 



lim Vx (3x 2 - 7x- l) 



/ bulalim. 



miti, paydanin lir 



lim Vx (3x 2 -7x- l) = lim Vx . lim (3x 2 - 7x- l) 

= V4 . (3. 4 2 - 7 . 4 - l) = 2. (48 - 28 - 1 ) = 38 
bulunur. 
6. Ozellik 
f : A —> m , g : A —> ]R. fonksiyonlan verilsin ve g (x) * olsun. Eger 

nok- 



/w 



SrSt k0§uluyla ' limWerin A m /^ = z -^^ = ^ ve Z2 *° ise ig fo 



tasinda limiti vardir ve lim 



Um/(*) , 
-, g(x)*0,L 2 *0 dir 



' g[*) ]img{x) L 2 



EBMM 



iTx.i 



limitini bulalim. 



lim \2 3 fx + 3) = 2 . ^8 + 3 = 7, lim (4x+ 1>) = 4 . 8 + 1 = 
oldugundan, 

, r Hm( 2 3 fx + 3) 











■>3 

























2 Vx+3 
1 4x+ 1 



(4x + l) 33 



7. Ozellik 

/: A — > R fonksiyonu verilsin ve lim f(x) = L olsun. 
n e N ve w cift iken /(x) > olmak iizere, 

^lim^ n 1f(x) = VTinT/^T = "fl 

Ozel olarak, /(x) > ise 

lim 1f(x) =7 lim f(x) = VzT 



iix^- 



7x limitini bulalim. 



lim ilxi-lx = V lim(2x 3 -7x) = V2 . 4 3 - 7 . 4 = VlOO = 10 
dur. 

8. Ozellik 

/ : /4 — » R , g : /4 — » R , fe : /4 H> R fonksiyonlan verilsin ve x in a sayisina 
yakin turn degerleri icin h (x) < / (x) < g (x) e§itsizligi saglansin. Eger 
lim h (x) = lim g(x) = L oluyorsa, bu durumda / fonksiyonunun a nokta- 
smda limiti vardir ve 

lim f(x) = lim h (x) = lim g(x) = L 

dir. 

§imdi yukanda verdigimiz ozellikleri kullanarak bazi fonksiyonlann limitleri- 
nin nasil bulunacagmi omeklerle aciklayahm. 



1 



limitini bulalim. 



■ II Hill 



lim (3x- 6) = ve lim (5x 2 - 20) = oldugundan 6. ozelligi kullanamayiz. 
Bu durumda fonksiyonu biraz daha dikkatli incelememiz gerekir. x, 2 ye yakla§- 
tigmdan x ^ 2 dir. Dolayisiyla 

3x-6 _ 3(x-2) _ 3(x-2) 



5x 2 - 20 5 (x 2 - 4) 5 (x- 2) (x+ 2) 5 (x+ 2) ' 



yazabiliriz. Buna gore, 
lim 3x-6 _ , 



3.3 



x ^ 2 5x 2 -20 x ^ 2 5(x+2) 5.4 20 
bulunur. 



LLlHli 



i bulalim. 



[x- 9) = , lim (Vx - 3) = dir. x 9 dan farkli oldugundan 



_ (Vxl 2 -3 2 _ (Vx~-3)(Vx + 3) 



Vx + 3 



Vx-3 Vx-3 Vx-3 
veya 

x- 9 _ x- 9 , V3c + 3 _ < x - 9) (V* + 3) _ (*- 9) [^ + 3) 

Vx~-3 Vx-3 ' Vx + 3 (Vx~) 2 -3 2 (*-9) 

= Vx + 3 , x*9 
yazilabilir. Bu durumda, 



lim x " 9 = lim (Vx + 3) = V9 + 3 = 6 
■* : -> 9 Vx - 3 * -» 9 
bulunur. 



Si 



mnEm 



Bu iki ornege dikkat ederseniz her iki ornekte de pay ve payda fl yaklagir- 
ken limit, birincisinde 3/20, ikincisinde 6 bulundu. Bunlardan §u sonucu cika- 
nyoruz: x —* a icin bir kesrin hem payi hem de paydasi sifira yaklagiyorsa, kes- 
rin limiti tamamen ke enel bir sonuf soylenemez. Bu nedenle bu du- 

rumda 2 belirsizligi vardir denir. Q belirsizligi limitin yoklugu anlami t; 
sadece limitin varsa degerinin kesre bagli oldugunu ifade eder. 



A§agidaki limitleri hasaplayimz. 




1) lim (x 2 + 3x-l) 


2) lim (x 2 - V2 x + )l 


3) lim (x 2 - # x + \ 
*-> V2 


4) lim Vx 
x-> 81 


5) lim Tx 

x^ 32 


6)^^ 


7) lim (2x+ X^-3) 


8) lim {fx + \{$x- 1 


9) lim xVx- 1 


10) lim *^_ 


* -» 5x + 4 


* -» 4 X + 1 


ID lim * 3 + 2*-l 
x -> - 1 x 2 + 1 


12) lim Vx 2 + 5x + 2 


13) lim Vx?-4x 2 + 9 


14) Hm x + 1 


*^ ! V3x- 2 


15) lim x ~ l 

x -* 1 Vx - 1 


16) Hm * 2 -3* + 2 
•^2 ^2.4 


17) Hm * 3 -5^ + Ji 





Tek Ydnlii Limitler 

Yukandaki incelemizde, a noktasmdaki limiti incelerken x bagimsiz degiskeni a 
ya nasil yaklasirsa yakla§sm fix) degerlerinin belli bir sayiya yaklasip yaklasma- 
digim arastirdik. Ancak, bazi durumlarda xin a ya. sadece a dan biiyiik (yani sag- 
dan) degerlerle yaklasmasi veya sadece a dan kiiciik (yani soldan) yaklasmasi zo- 
runlu olabilir. Iste bu duramlarda tek yonlii limit soz konusudur. 

Eger x — > a + icin /fonksiyonunun L gibi bir limiti varsa, bu limite a nokta- 
smdaki sagdan limit denir ve 
lim f{x)- L 



biciminde gosterilir. 

Benzer §ekilde, x — > or icin / fonksiyonunun L gibi bir 
te de soldan limit denir ve 
lim f{x) = L 



biciminde gosterilir. 
lim /(x)-Z <= 



lim f(x ) - L 



a noktasma her ikiyonden 

iy durumlarda, a 
noktasinda limitin varolmasi icin 
gerek ve yeter kosjul, hem sagdan 
ve hem de soldan limitlerin var ve 






dir. 

Yani, sagdan ve soldan limitlerin her ikisinin de soz konusu oldugu bir nokta- 
da limit varsa, hem sagdan hem de soldan limit vardir ve bunlar birbirine esittir. 
Karsit olarak sagdan ve soldan limitler var ve birbirine esit ise bu noktada limit 
vardir. Sagdan ve soldan limitlerin birisi yoksa veya bu iki limit esit degilse limit 
yoktur. 



lim — ve lim 



limitlerini bulahm. 



KEHSB 
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XH> + 


iken x > oldugundan 1 x 


Jir. 
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Buna gc 


re 
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lim + 
x^> 0- 












X A= lim - 


'-= Bm 1- 
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ik 


en x < ok 


ugundan 
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= -x 


dir. 
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Buna gc 


IV 


















= lim (- 
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lim ^ 

* -> 0" x 
































olur 




yonun hem 
ki limit birbir 
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me esit olrr 




















Bu fonksi 
-1 dir. Bu 
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lim 


yoktur 


























x -> x 































LUUU 



LililA 



I x + 3 , 
fonksiyonu veriliyor. 

lim /(*), lim + /(x) ve 



n f( x ) limitlerini ara§tirahm. 



: —¥ 2~ icin x < 2 dir. Dolayisiyla bu durumda fix) = 3x - 1 dir. Buna gore, 
lim /(x) = lim (3x- l) = 3 . 2 - 1 = 5 




dir. x — > 2 + icin x > 2 ve /(x) = x + 3 tiir. 
Bu durumda 

lim + /(x)= lim + (x+3)-2 + 3 = 5 

^lim _/(*)- ^Um + /(*)-5 

oldugundan 
lim f(x) = 5 



dir. 

Bazi durumlarda x — > a (veya x — > a " , x — > a + ) icin fonksiyon dege 
tenildigi kadar btiytik bir sayidan daha ilir. Bu durumda limit °° dur 

jim a f(x) = - jveya ^Hm f(x) = » , ^lim + f(x) = =) 

biciminde gosterilir. 

Benzer sekilde, x — » a (veya x — » a ~ , x — > a + ) icin fonksiyon degerleri 
negatif yonde istenildigi kadar kiicuk sayidan daha kiiciik olabilir. Bu durumda 
da limit - °° dur denir ve 



lim f(x) = - °° [veya lim f(x) = - 
biciminde gosterilir. 



^lim + /-(x) = -oo) 



, lim — ve lim — limitlerini aragtirahm. 



t 

fM 


L 


x^ 


■fK-^, 








fM 




1 



Yandaki grafikten gordiigumuz gibi, x degi§- 
kenine pozitif ve sifira yaklasan degerler ver- 
digimizde fonksiyon degerleri smirsiz olarak 
biiyumektedir. Benzer gekilde x e negatif ve 
sifira yakla§an degerler verdigimizde fonk- 
siyon degerleri negatif yonde smirsiz olarak 

lektedir. 
Bu nedenle 









dur. Soldan ve sagdai 
oldugundan 





1 




lye 


kt 


Lir 










X 


' 















lim , lim ve lim 

limitlerini ara§tirahm. 



ill'lJMH 



x — > 1~ ve x — > 1 + yaklasmalarma 
ornekler vererek veya yandaki 
grafikten gorebilecegimiz gibi, 



lim 



1 



r (-l) 2 
ve dolayisiyla lim 
dur. 



•*(*-i) 2 







HXHID 




lim /(x) = °° olmasi limitin varligi anlami ta§imaz. Sadece x — > a icin /(x) 
degerlerinin simrsiz buyiidugu anlami ta§ir. 

Benzer sekilde, lim /(x) = - °° olmasi da x — > a icin /(x) degerierinin 
negatif yonde simrsiz kuculdiigiinu ifade eder. 

Bir fonksiyonun tanim kumesinde x degiskeni pozitif yonde simrsiz biiyuyebilir 
veya negatif yonde simrsiz kuculebilir, bu durumlan x — > ™ veya x — > -» bi- 
ciminde ifade ederiz. Bu durumlarda da fonksiyonun limitinden soz etmek miim- 
kundur. Eger x — ¥ °° (veya x — ■> - °°) icin f(x) degerleri belirli bir L sayisma 
yakla§iyorsa, bu durumda da limit L dir denir ve 

\\mj(x) = L (veya ^ lim J(x) = L ) 
biciminde gosterilir. 



bud 



lim 1 



lim 1 limitlerini aragtirahm. 



Yandaki grafikten gordiigumuz gibi x 
degiskenine pozitif yonde istenildigi ka- 
dar biiylik veya negatif yonde istenildi- 
gi kadar kiiciik degerler verdigimiz de 
fonksiyon degerleri O'a yaklasmaktadir. 
Bu nedenle hem x — > - °° ve hem de 



X— > oo 

ni 


cin 


/' 


X) 


->( 


olmakti 


d 


r. 


Ya- 
















lim ] - 


-= C 




x 


im 


1=0 








dir. 





































mnsr 



5x 2 - 5x+ 1 
- x 2 + 4x+ 7 



Umitini ara§tirahm. 



Fonksiyonda hem payi ve hem de paydayi x 2 ile bolelim. 

3-^ + ^ 

lim 3x2-5x + l . lim x X 2 _ 3_ + = _ 

x -+ ~ - x 2 + 4x + 7 x -* ~ . i + i + JL -1 + + 



" + fe ffl 



U: 



oldugu gosterilebilir. 

Bazi fonksiyonlarda x sinirsiz bliyiirken fonksiyon degerieri, 
veya negatif yonde sinirsiz kiiciilebilir. Bu durumlan kisaca, 
lim /(*) = ~, lim /{*)--- 



buytiyebilir 



bicimlerinde ifade ederiz. 

Benzer §ekilde x — » - <*> icin f(x)—¥ oo veya /O) -> - °° olabilir. Bu 

durumlan da 

bicimlerinde ifade ederiz. 



lim (2x 2 - 4x+ 5) = lim x 2 (2 - i + -i-j = - . (2 - + 0) = 



H I N«U 



x 2 j _ * + _J_ 



*t 2 -y 

. (l -0 + 0) 



Si 



2) lim !*±1 - ? 
"ii+ 1 



5) lim *V^_ 5 = 



Siireklilik 

Limit konusunu incelerken, bir fonksiyonun bir noktadaki limiti ile fonksiyonun 
bu noktadaki degeri arasmda dogrudan bir ili§ki olmadigmi ifade etmi§tik. Bu- 
nunla beraber bazi fonksiyonlann a daki limiti ile a daki degerinin birbirine e§it 
olduklanni gormugtuk. Bu ozel durum fonksiyon davranisini incelemede onemli 
bir ozellik olarak kar§imiza cikmaktadir. i§te bu durumda fonksiyon a noktasmda 
sureklidir diyoruz. Buna gore surekliligi su §ekilde tammlayabiliriz: 
/: A — > ]R fonksiyonu ve bir a & A noktasi verilsin. Eger 
lim f(x)=f (a) 



oluyorsa, f fonksiyonuna : 
r noktasmda s 



noktasmda sureklidir denir. f fonksiyonu A 
i ise, f fonksiyonu A uzerinde sureklidir denir. 



Ornegin/: R — > R , fix) = 2x- 3 fonksiyonu x = 2 noktasmda stir 
giinkii lim (2x- 3) = 1 - /(2) dir. 

Yine limit konusunda P (x) = b n x n + b n _ l x" A + ... + b Y x + fo polinom 
fonksiyonunun herhangi bir a noktasmdaki limitinin P id) oldi 
Buna gore, su sonucu cikarabiliriz. 

P(x) = fo„ x" + b n _ 1 x"- 1 + ... + b Y x + b polinom fonksiyonu her a e ]R 
noktasmda siireklidir. 

Siirekliligin tammina gore, /: /I — > ]R fonksiyonunun bir a noktasmda surek- 
li olmasi icin §u ko§ullarm saglanmasi gerekir: 

• Fonksiyon a noktasmda tammh olmalidir, 

• Fonksiyonun a noktasmda limiti olmalidir, 

• Fonksiyonun a daki limiti a daki degerine esk olmalidir. 

/ fonksiyonu bir noktada s 2, /' bu noktada siireksizdir denir. 



'""»* 



/:R->R,/f*)- 



c < ise 
■ > ise 



fonksiyonunun x = ve x = 1 noktalannda surekli olup olmadigini 
inceleyelim. 



/(0) = 2 + 1 = 1 

lim f(x) = 1 , lim + /(x)= 

oldugundan, lim f(x) yoktur. 
Buna gore f fonksiyonu x = 
noktasmda surekli degildir. 
Buna kargilik bu fonksiyon x = 1 
noktasmda siireklidir. Gercekten 

/(l) - 1 , lim f{x) = lim x= 1 , lim f(x) =/(l) = 1 

oldugundan fonksiyon x = 1 noktasmda siireklidir. 




f fonksiyonunun grafiginin x = 
/arfe goriiyor musunuz? 



>e x = 1 rfefei duruntu arastnda bir 



Bir fonksiyon bir aralikta surekli ise, 
fonksiyonun grafigi olan egri bu 
aralikta kalem kaldinlmadan 
cizilebilir yani fonksiyon grafiginde 
herhangi bir kopma olmaz. 



Yamtiniz §6yle olmaliydi: 
/ fonksiyonunun grai inda herhangi bir kopma yok- 

tur. Bir fonksiyon bir aralikta surekli ise, fonksiyonun grafigi olan egri bu ara- 
likta kalem kaldinlmadan cizilebilir yani fonksiyon grafij lgi bir kopma 
olmaz. 



'/:[0H->R./M-V* 

fonksiyonunun x = 4 noktasinda 
siirekli olup olmadigini arastirahm. 



inumij 



Bir fonksiyona bir noktada siirek- 
lidir diyebilmek igin a§agidaki uc 
sorunun yaniti evet olmahdir. 

• Fonksiyon bu noktada tanimh 

• Fonksiyonun bu noktada limiti 



/(4) = V4 = 2 
oldugundan fonksiyo: 



lim Vx = 2 = /C4) 

'■■■.■' 



Fonksiyonun tanim kiimesine ait t 
Asagidaki §ekilde x noktasinda sureksiz olan ge§itli fonksiyon grafikleri nokta Y a kar § lllk < 9 rafikte k °P ma . 

delinme ve sicrama varsa bu 
goriilmektedir. noktalarda fonksiyonun surekli 

olmadigini unutmayiniz. 
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_rw_ 




f>o) 
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f(*0 


,f 










s~ 1 







/: A — > R , g : ^4 — > R fonksiyonlan x e /I noktasinda surekli ise, f+g, 
i ' - S . f ■ g > g (- T o) ^ olmak iizere f fonksiyonlan da x e ^4 noktasinda 
siireklidir. 



/: R -> R , /(x) = 3x3 _ 5x 2 + 4x 



: R — > R , g (x) = x 2 + 1 fonksiyon- 



INWil 



Z«ri veriliyor — fonksiyonunun siirekligini inceleyelim. 

g(x) 



fveg fonksiyonlan polinom fonksiyon olduklarmdan her x e R noktasinda 
siireklidirler. Aynca her x e R icin x 2 + 1 ^ oldugundan 

/(*) _ 3x3-5x 2 + 4x 

gW x 2 + l ' 

fonksiyonu her x e R noktasinda surekli fonksiyondur. 



Bir fonksiyon bir noktada surekli 
ise, bu nokta civannda batjimsiz 

fonksiyon degerlerinde "kiiciik" 
:loc]urur. Fonksiyon 
bir noktada surekli degilse, bu 
nokta civannda bagimsiz 
degijkendeki kiicLik degisikliklerin 
fonksiyon degerlerinde a§in 
sjklikler meydana 
getirebilecegini 



Surekli Fonksiyonlann Ozellikleri 

f -. A — > ]R fonksiyon verilsin. Eger her x e A icin /Cx)</(x ) olacak §ekil- 
de en az bir x e A noktasi varsa, /(%) sayisma f fonksiyonunun ^4 iizerinde 
mutlak maksimum degeri, diger bir deyi§le en biiyiik degeri denir. Benzer se- 
kilde, her x e A icin fix-y) </0) olacak §ekilde en az bir Xj e A noktasi 
varsa, /Oj) sayisina / fonksiyonunun ^4 iizerinde mutlak minimum degeri ya- 
ni en kiiciik degeri denir. 




§ekilde grafigi verilen fonksiyonun mutlak n> >eri M , mutlak mi- 

nimum degeri ise m dir. 

Her fonksiyonun mutlak maksimum veya mutlak minimum degeri var olmak 
zorunda d« 

/: (0, 1] -> ]R , fix) = x 2 fonksiyonunun, mutlak minimumu yoktur, ancak 
mutlak maksimum degeri 1 dir. Burada in tamm ktimesine ait olmadigina dik- 
kat ediniz. 

[a, b] kapali araligi iizerinde tanimli >lanm daha 

kolay inceleyebiliriz. §imdi bu ozelliklerden bazilarim ele alalim. 

1. OzeUik 

/ : [a, b] — > ]R surekli fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon mutlak minimum ve 
mutlak maksimum degerlerini en az birer noktada alir. Yani her x e [a, b] icin 

f(x x )<f(x) ve f(x)<f(x 2 ) 
olacak §ekilde en az birer x 1 , x 2 e [a, b] degerleri vardir. 

2. OzeUik 

/ : [a, b] — > ]R surekli fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon mutlak minimum ve 
mutlak maksimum degerleri arasindaki her degeri en az bir noktada alir. Yani, 
fonksiyonunun mutlak minimum degeri m, mutlak maksimum degeri M olmak 



kosulunu i 
az bir x Q i 



iglayan herhangi bir 
[a, b] sayisi vardir. 



sayisina kar§ihk f(x ) = c olacak sekilde en 




Surekli fonksiyonlar icin bu ozellik ara deger teoremi olarak bilinir. §ekilde- 
ki grafige gore /O ) = f(x 1 ) = c dir. 
Sonu^ 

/: [a, b] — > ]R surekli fonksiyonu verilsin. Eger /(fl) . /(&) <0 ise en 
az bir c e (a, b) icin /(c) = dir. Yani f si onu la, b] araligimn 

u^lannda far! > : orsa, fix) = denkleminin (a, b) araligin- 

da en az bir kokii vardir. 






Yukandaki grafiklerden acikca goruldiigii gibi, fid) ile fib) degerleri fark- 
li isaretli oldugundan ia, fid) ), (b, fib) ) noktalarmdan birisi x-ekseninin altm- 
da iken digeri x-ekseninin iistiindedir. Fonksiyon surekli oldugundan grafigi ka- 
lem kaldinlmadan cizilecektir, dolayisiyla negatif bolgeden pozitif bolgeye veya 
pozitif bolgeden negatif bolgeye gecerken grafik en az bir noktada x-eksenini 
kesmek zorundadir. Bu noktanin apsisi ise fix) = denkleminin ke 

Bu sonuc yardimiyla bazi denklemlerin koklerini ara§tirabiliriz. 



LWLU 



3x? - Ax 2 + 2x - 1 = denkleminin [0, 2] arahginda kokii var midir? 



f : [0, 2] — > R , /(x) = 3x3 _ 4^2 + 2x - 1 fonksiyonunu alim. fpo- 

linom fonksiyon oldugundan bu aralikta stireklidir. f(0) = -1 ,/(2) = 11 oldu- 
gundan /(0) . /(2) < dir, dolayisiyla en az bir c e (0, 2) icin /(c) = dir. 
™ Bu nedenle denklemin bu aralikta en az bir kokii vardir. 

Yukandaki ozelliklerde, fonksiyonun tanim kiimesi kapali aralik degilse veya 
fonksiyon siirekli degilse, genel olarak bu ozellikler dogru degildir. 

gi 

Agagidaki fonksiyonlarm x = 1 noktasmda siirekli olup olmadiklarim ara§tinmz. 

(3,-1, x<l ise 
1) f(x) =0 , x = 1 ise 



2) h^x)--! 



3) *Gc) = ix+l 




Deha ve Yoksulluk. 
Abel ,1824 de derecesi De§ten Duyun ponnom 
denklemler ig in genel bir gbziim verilemeyece- 
gini kanitlamijtir. Yoksul bir hayat ya§ami§ ve 
yakalandigi bir hastahk sonucunda 27 ya§m- 
da olmu§tur. On I u analizci Weierstrass ogren- 
cilerine Abel'i okuyunuz tavsiyesinde bulun- 
duktan sonra onun igin §unlan soylemi§tir: 
"Meier Abel, ne mutlu adammi§ ki, fikirleri 
sonsuza kadar ya§ayacak ve onlann matema- 
tik bilimine gok olumlu etkileri olacaktir. " 

"Tarih gosteriyor ki, but tin pozitif ilimlerin or- 
tak kaynagi olan matematik kulturiinii himaye 
eden hiikiimdarlar aym zamanda devirleri en 
parlak olanlar ve zaferleri en uzun siirenler- 
dir. " 

Michel CHASIES 



Kendimizi Sinayalim 115 



Kendimizi Sinayalim 

1 _ ijm xr - 4x degeri nedir? 
x -> 4 x - 4 

a. - °° 

b. 

d. i 

2. lim 2jc+ 3 degeri nedir? 

a. -3 

5 

b. 

c. I 

2 

d. 2 



d. 2 

e. Yoktur 



7. lim Vx 3 - x 2 + Ax- 2 degeri nedir? 

b. % 

c 3 f^ 




e. Yoktur 
8. Yanda grat'igi verilen 
/ fonksiyonu icin 
lim f(x) degeri nedir? 



d. 3 

e. Yoktur 

9./0) = 2X 2 - fljc + 4 fonksiyonu x = -1 noktasinda 
surekli ve lim f(x) =10 olduguna gore a kactir? 
a. -4 



d. i 

e. 10 



\i x 2 + 5 - x ) degeri nedir? 



b. 

*| 

d. V2 

e. °o 

6. lim — ^^— degeri nedir? 



" degeri nedir? 



116 Biraz Daha Du§unelim 

Biraz Daha Diisiinelim 

lim T+ ~ dcecri nedir? 
*->-2 x+2 

2. lim (ix 2 +4x-3 + x) degerinedir? 



